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　非有界な領域で定義された問題を数値的に解きたい場合， 無限の物理領域を有限の内部領域と無




がある． 幅広い分野で最も応用されている仮想吸収層は Berenger が提案した Perfectly Matched
Layer (PML) であり， Maxwell 方程式でその効果を示して以降， 様々な方程式にも適用され， 線形，




　本研究では波の位相速度に着目した 2 種類の境界領域の取扱いに関する手法を提案し， 分散性を
持つ 線形， 非線形の Schrödinger 方程式に実装する． 最初に提案する「減速吸収層」は， 波の振幅
を小さくさせる減衰層，　波の位相速度を抑制する減速層の 2 つを同時に適用した仮想吸収層であり，
減速によって高波数成分の波の減衰に必要な時間を延長させる事で， 全体の反射量を著しく減少させ
る事が可能である． 次に提案する「放射層」は外部領域に非分散性の Sommerfeld 放射条件を与え，
分散性の Schrödinger 方程式と滑らかに接合する手法である． 両者の接合には無限階微分可能な
関数を用いて， 異なる波数成分の波を徐々に 1 つの成分の波にまとめる． 単一な位相速度を持つ波は
外部領域である Sommerfeld 放射条件を用いて原理的には全て放出する事ができる．
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するPerfectly Matched Layer (PML) [3, 4] は後者の手法の 1つである．一般的に，仮想吸収層
は境界条件よりも広い計算領域が必要になるが，非線形問題ではより精度の高い近似が期待で





本研究では分散性を持つ 1次元 Schrödinger 方程式に着目する．Schrödinger 方程式の境界条
件に関する研究は様々で，Antoine らがまとめたレビュー論文がある [9]．無限領域で定義され
る線形 Schrödinger 方程式を有限領域で近似する境界条件は様々な分野で開発され [10, 11, 12]，
周期，もしくは区分的なポテンシャルを持つ Schrödinger 方程式に対しても同様に研究がされ
ている [13, 14]．これらは Schrödinger 方程式に対して有効ではあるが，時間に関して非局所的
な手法であり，多次元においては特に高い計算コストを要する．時間的に局所的な手法として






線形 Schrödinger 方程式に対する効果は [18] で議論されたが，減衰が減速に依存する効果を持
つような設計であり，それぞれの独立した効果の評価に難が残る．よって，本研究では完全に独
立した減衰と減速の効果を持つ減速吸収層を新たに提案し，線形，非線形 Schrödinger方程式に






本論文は次のように構成される．第 2 章で Schrödinger 方程式の分散性を概観し，仮想吸収
層適用時の問題点を述べる．第 3 章では本研究で用いる Schrödinger 方程式の離散化について
述べる．第 4 章で 1つ目の手法である減速吸収層を，第 5 章で 2つ目の手法である放射層を，
線形，非線形の Schrödinger 方程式に実装し効果を検証する．最後に 第 6 章にて総括をする．
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xu = 0 (1)
と書ける．ここで， i は虚数単位， u は波動関数 u(x, t)を表す．この方程式における波動関数
u を Fourier モード
u(x, t) = exp(ikx− iωt) (2)
で置き換えると，分散関係式
ω = k2 (3)
を得る．ここで，k は波数，ω は角振動数を示す．分散関係式 (3) は，波数 k の波が位相速度
v
(1)
ph = ω/k = k (4)
で進行することを表す．
理想的には Schrödinger 方程式 (1) を無限領域 Ω = (−∞,∞) で解きたい．しかしながら，
シミュレーション上では計算資源が有限であるため，計算領域も有限にする．そのため，有限
の計算領域 ΩD = [xLP, xRP]を設ける．ここで，点 xLP, xRP はそれぞれ，計算領域における左
端，右端の境界を示し，これらの点で境界条件を課さなければならない．本研究では，Ω や ΩD
に斉次 Dirichlet 条件を課す．特に ΩD においては
u = 0, (x = xLP, xRP) (5)
となる．




|u|2 dx = 0 (6)
を満たす．ここで，|u|2 は粒子の存在確率を示す．また，計算領域 ΩD においても同様に，斉




|u|2 dx = 0 (7)
が導かれる．以下において，この条件は方程式の離散化における安定性の検証に用いる．
有限の計算領域 ΩD の周縁部において無限領域の仮定を満たすため，本研究では PML [3] を
参考にした仮想吸収層を用いる．図 1 のように，xLP < xL < xR < xRP となるような点 xL, xR
を用意し，計算領域を 1つの内部領域 [xL, xR]と 2つの外部領域 [xLP, xL), (xR, xRP] に分割し，







xGS xG x_ x_S
図 1: 分割された計算領域．内部領域では Schrödinger 方程式 (1)，外部領域では吸収層方程
式等を解く．
Schrödinger 方程式 (1) に対し，減衰因子 σ (≥ 0) を追加すると，吸収層方程式 [18]
i∂tu+ ∂
2
xu+ iσu = 0 (8)
を得る．ここで，σ を含む項は減衰項と呼ばれる．この方程式の分散関係式は
ω = k2 − iσ (9)
となる．減衰因子を含んだ Schrödinger 方程式の解の振る舞いを調べるために，吸収層方程
式 (8) の解が (2) を満たすと仮定し，(9) を解 (2) に代入すると
u(x, t) = û(x, t) e−σt, (10)
を得る．ここで，û は本来の Schrödinger 方程式 (1) の解を示し，k, ω はそれぞれ，k̂ = k,
ω̂ = k̂2 とした．これより，吸収層方程式 (8) は時間発展と共に減衰率 σ で減衰することが分
かる．








(xLP ≤ x < xL),






(xR < x ≤ xRP)
(11)
と置き換え，これを減衰関数と呼ぶ．ここで，定数 σ0 は σ(x) の最大値，DL, DR はそれぞ
れ，左端，右端の吸収層の幅を示す．境界条件 (5) による反射波の影響を減らすため，減衰関
数 (11)には 2次関数を採用している [19, 20, 17]．しかしながら，分散関係式 (9) における減衰
因子 σ は厳密には定数でなくてはならない．従って，減衰関数 σ の変化量は波長と比較して
十分小さく，Wentzel Kramers Brillouin (WKB) 近似 [19] のもとにあると仮定する．則ち，減
衰関数 σ(x) の空間依存性は十分に小さく，kD ≫ 1 を満たすとき，内部領域 [xL, xR] におい





ずに残留する振幅の比率を示す．位相速度 c の 1次元移流方程式に減衰関数 σ(x) (11) を用い
た減衰項を導入すると
∂tu+ σ(x)u = −c∂xu (12)
5
を得る．この方程式の解が (2) の形式を取るとすれば，(12) の厳密解は









のように求められる．ここで，(2) における波数, 振動数をそれぞれ ǩ, ω̌ で表すと，ǩ = k,
ω̌ = cǩ となる．(13) の最後の指数因子が波の減衰を表し，移流方程式 (12) における波が吸収






































本研究で扱う Schrödinger 方程式 (1) の波の位相速度は (4) より，波数と位相速度に比例関
係がある. この性質上，波の波数によって残留率は異なり，波数が大きく位相速度の大きい成
分への吸収の効果が弱くなる．この問題への対策手法として，吸収効果に加えて波の位相速度




間積分は Crank-Nicolson (CN) 法 [21] を適用する．特に CN 法は第 2 章で述べた Schrödinger
方程式の規格化条件 (7) を満たすために重要である．離散化における空間，時間のステップサ
イズを ∆x = (xRP − xLP)/Nx, ∆t とすると，それぞれの離散化点は
xj = xLP + j∆x, t
(n) = n∆t, u(xj, t
(n)) ≃ u(n)j (16)
となる．ここで，下付き添字 j は空間グリッド点 (j = 0, · · · , Nx)，上付き添字 (n) は時間グ
リッド点 (n = 0, 1, · · · ) を表す．
3.1 線形 Schrödinger 方程式の離散化と厳密解







































を課す．以上の離散化 (17), (18) は規格化条件 (7) を離散化した意味で無条件に満たす [21].
Schrödinger 方程式 (1) における初期条件には Gauss 型の
uinit = exp[−(x− xc)2 + ik0(x− xc)], (19)
を用いる．ここで，k0 は特徴的な波数，xc は Gauss 関数の中心を示す．上記を初期条件とす











であり，この式は群速度 vgr = 2k0 で進行する Gauss 型ビームを表す．ここで，複素数の累乗
根は実部が正になる枝を取る．
3.2 非線形 Schrödinger 方程式の離散化と厳密解
本研究で扱う非線形 Schrödinger 方程式は，線形 Schrödinger 方程式に実ポテンシャル関数
V (x, t, |u|2) を加えた
i∂tu+ ∂
2
xu = V (x, t, |u|2)u (21)
である．非線形問題においても斉次 Dirichlet 条件 (5) の下で規格化条件 (7) を満たす必要が
ある．線形 Schrödinger 方程式と同様に，空間差分の離散化に 2次の中心差分を，境界条件に
Dirichlet 条件 (18) を用いて，時間積分に CN 法を適用する事で (7) を満たす事ができる．し
かし，CN 法 を用いて時間積分を解く際は，Schrödinger 方程式 (21)を非線形部分




xu = 0 (23)
の 2つに分割する [17]．任意の時刻 t(n) から次のステップ t(n+1) の値を導出する計算ステップ
は，はじめに，(22) を用いて初期値 u(n) から次の値 u(⋆) を得る．次に，(23) を用いて初期値
u(⋆) から次の値 u(n+1) を得る．以上の離散化の分割手法は スプリッティング法 [23] と呼ばれ
る．これは，非線形部分 (22) を解く際に非常に有効になる．
(22) とその両辺の複素共役からは
∂tu = −iV u, ∂tū = iV ū (24)
が得られ，これを用いて任意の場所 x における |u|2 の時間微分を計算すれば
∂
∂t
|u|2 = u∂tū+ ū∂tu = u(iV ū) + ū(−iV u) = 0 (25)
7
が得られる．則ち，非線形部分 (22) において波動関数 u が各点 x で時間変化しないため，
|u|2 = |u(n)|2 = |u(⋆)|2 (26)
と書ける．これを用いて，非線形部分 (22) を
i∂tu = V (x, t, |u(n)|2)u (27)
と書き換えることができる．また，本研究では，ポテンシャル
V (x, t, |u|2) = −2|u|2 (28)
とする 3次の非線形項に着目するため，非線形部分は実際のところ
i∂tu = V (|u(n)|2)u = V (n)u (29)
であり，これはポテンシャルが時間変化せず， x をパラメータと見なせる線形常微分方程式の
問題にすぎない．(29) の解は，任意の u0 を用いて
u(x, t) = u0(x)e
−iV (n)t (30)
と表せ，2次精度で離散化をすると












(22), (23) で用いたスプリッティングは 1次精度である．非線形 Schrödinger 方程式の時間に
関する離散化を 2次精度にするためには，Strang [24] のアイデアを用いて以下のように行う．
最初に，u(n) を用いて半ステップ分 (31) を計算し，非線形部分 (22) から次のステップ u(⋆) を
求める．次に，得られた u(⋆) を用い，線形 Schrödinger 方程式の離散化で用いた CN 法から
次ステップ u(⋆⋆) を得る．最後にもう一度，半ステップ分 (31) を計算し，u(n+1) を得て非線形
Schrödinger 方程式の時間に関する 2次精度の離散化が完了する．以上の離散化をまとめると







































































a(x− ct)] = 0 ⇔ x = ct
sech[
√





a, |u|(±∞, t) = 0 (40)
が分かる．よって，ソリトン解の絶対値 (37)は高さ
√









できる [18]. 本研究では，減速効果を持つ吸収層を微修正し，Schrödinger 方程式に実装する．
4.1 線形 Schrödinger 方程式と減速吸収層
減速効果を付与した吸収層方程式 (減速吸収層方程式)
i∂t(1− δf(x)∂2x)u+ (1− iσ(x))∂2xu = 0 (41)









(xLP ≤ x < xL),






(xR < x ≤ xRP)
(42)





































図 2: 初期値 (19) からの |u(x, t)| の時間発展の様子. (a): 厳密解 (20); (b): 減速吸収層方程
式 (41), σ0 = 0.1, δ0 = 0.1 による数値解.
















を得ることができ，減速関数 δf(x) > 0 が位相速度を小さくすることが分かる．また，減速に
効く (44) の分母は δf(x) と k2 の積が含まれるため，減速効果は高波数成分に対し，より強く
作用する．
減速吸収層方程式 (41) の解の振る舞いをより理解するために，解が (2) を満たすと仮定し，
(43) を解 (2) に代入すると














を得る．ここで ũ は Schrödinger 方程式 (1) の解を表し，
ũ(x, t) = exp(ik̃x− iω̃t) (46)
と書き直した．解 (45)の指数部に着目すると，波は時間発展と共に減衰率 σ(x)k̃2/(1+δf(x)k̃2)
で減衰することが分かる．
初期値 (19) を持つ厳密解 (20) と減速吸収層方程式 (41)の波動関数の時間発展の様子を図 2
を用いて簡単に比較する．図 2 (a) は横軸に x, 縦軸に t を取り，xc = 0, k0 = 8 のGauss 関
数 (20) の絶対値 |uex| を色で示した．Schrödinger 方程式の分散性により，Gauss 関数 は分散
して広がりながらもピーク速度 vgr = 2k0 = 16 で進行している．実際，t = 0 で x = 0 に位置


















図 3: 減速吸収層方程式 (41), σ0 = 0.1, δ0 = 0.1 による数値解の軌跡．
一方，図 2 (b) はDL = DR = 1, σ0 = 0.1, δ0 = 0.1 の減速吸収層方程式 (41)を用いた数値
解の軌跡を示しており，物理的に意味のある内部領域のみを表示している．厳密解と比較して
も波の形が崩れるようにも見えない．同様の条件で，外部領域 [−6,−5), (5, 6] を含めて表示し








を表しており，4つ σ0 の値に対応して 4本の色付き破線がある．ここで，unum は波動関数の












図 4 では，初期時刻 t = 0 において，波動関数が内部領域 [xL, xR] = [−10, 10] に収まるよう




























図 4: 線形減速吸収層方程式 (41), 層幅 DL = DR = 1, δ0 = 0.35 での数値誤差 (47) の時間発
展．但し，黒実線は unorm (49)を示す．
域を [xLP, xL) = [−11,−10), (xR, xRP] = (10, 11] とした．初期条件の波の多くは正の波数を持
ち，位相速度 2k0 = 16 で右側の外部領域 (xR, xRP] に進行するが，負の波数を持ち左側に向か
う波もわずかながら存在するため，左側の外部領域 [xLP, xL) も設置した．また，離散化の刻み
幅はそれぞれ ∆x = ∆t = 10−3 として，減速吸収層方程式 (41) による結果を示している．
図 4 の黒実線は unorm (49) を示す．t < 0.4 では，まだ波が減速吸収層に辿り着いていない
事が分かるが，同時刻の色付き破線が示す相対誤差 (47) の増加が確認できる．このような初
期時刻における誤差の上昇は外部領域に由来するものではなく，離散化によって生じる誤差を
表している．より小さい ∆x, ∆t を用いる事で離散化誤差の影響を抑える事はできるが，その
ようなシミュレーションはより多くの実行時間を要する上，後に述べる減速吸収層による誤差
に対しては影響を及ぼさない [17]．以上より，初期時刻における離散化誤差は本研究の焦点か
ら外れているため，以後無視して議論を進める．t ≃ 0.4 を過ぎると unorm (49) を示す黒実線
が降下し始め，波が層内に入射している事が分かる．ここで σ0 = 16, 64 の破線は上昇を続け
ており，他の破線とは異なる振る舞いをしているが，減衰の効果が強すぎるため，層の入口付
近で生じた非物理的な反射波が内部領域に影響を及ぼしている事を示している．σ0 = 16, 64 の
破線を無視し，t > 0.8 に注目すると，層内への波の入射によって先程まで減少していた誤差が
増加し始めている．この誤差の増加は，層内に滞在していた波の一部が吸収されずに境界 xRP
に当たり，丸め誤差によって反射して伝播方向を変え，内部領域へ影響を及ぼし始めているこ
とを意味している．減速吸収層は，波が層内部の境界 xRP に向かって進むに連れ，(44) に示さ
れるように減速効果によって波数の大きい波ほど位相速度を抑制しつつ，減衰効果によって波
の振幅を小さくする．






























図 5: 線形減速吸収層方程式 (52), 層幅 DL = DR = 1, δ0 = 0.35での数値誤差 (47)の時間発展．
十分大きい σ0 を用いて層内の波を完全に消し去る事が重要である．
t > 2.0 の紫の破線に着目すると，t ≲ 5.0 まで誤差の値が徐々に降下している様子が確認で
きる．これは内部領域へ反射波として再放出された成分の波が左側の外部領域に侵入するため
である．更に進むと，t ≃ 5 を越えた辺りから再度上昇している事が確認できる．これは減速効
果によって進行を抑制された波が長時間層内に滞在しながらも，吸収されずに境界 xRP で反射
し，それが内部領域に放出されたものである．実際，紫の破線は σ0 = 0.0625 におけるプロッ
トであり，減衰効果がかなり小さい事が分かる．
以上より，相対誤差 (47) を用いて 減速吸収層方程式 (41)の吸収性能を確認する事はできた．







とするのがよい．ここでは，σ(x) による減衰効果は δf(x) によって抑制されない．しかしなが
ら，この関係式に対応する減速吸収層方程式は ∂4xu の項を含んでしまい，数値計算を複雑にさ








xu+ iσ(x)u = 0 (52)
となる．ここで，減衰関数 σ(x) は (11)，減速関数 δf(x) は (42) を用いる．
この減速吸収層方程式 (52) を用いた結果である図 5 について議論する．初期値の条件等は
図 4と同様である．色付き破線は t < 0.4 において，離散化誤差によって上昇し，t ≃ 0.5 を過
13
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図 6: 減衰パラメータ σ0 と減速パラメータ δ0 による数値誤差 (47) の変化．(a): 減速吸収層方
程式 (41); (b): 減速吸収層方程式 (52).
ぎると，波の外部領域への入射に伴って 1度降下する．しかし，波は完全には放出されず，σ0
によって異なるタイミングで上昇する．また，黒実線を超えると uerr (47) より，厳密解 uex よ
りも 数値解 unum の値の方が大きくなる事で誤差が十分に評価できなくなり色付き破線は一定
の値を保つ．t ≃ 1.7 を過ぎると，内部領域に再入射していた反射波が，そのまま左側外部領
域に侵入，吸収されることにより，色付き破線は再び降下する．しかし，紫の破線 σ0 = 0.25
は t > 3.8 で一旦降下を止めて再上昇しているため，不十分な減衰により，減速されて層内に
留まっていた波の一部が内部領域に放射された事が窺える．逆に，σ0 = 256 を示す黄の破線の
ように強力な減衰では波の外部領域への入射直後 (t ≃ 0.6) に反射波が発生してしまう．
図 4, 5 を比較すると，2種類の減速吸収層方程式に対して有効な σ0 の値は異なり，t = 1.4
にて，それぞれ σ0 = 0.25, 8 で最も低い誤差を示している (ただし，t > 3 に uerr が再上昇
するものは除く)．実際に，減速吸収層方程式 (41), (52) に対する σ0, δ0 の関係を見るため
に，図 6 のように，横軸に σ0, 縦軸に δ0 をとり，数値誤差 (47) を色で表して相関関係を見
る．図 4, 5 においては，t ≃ 1.4 での uerr を用いて減速吸収層の性能を評価したが，後半時
刻 t > 3 における層内からの波の再入射に注意する必要があるため，図 6 における数値誤差は
uerr(t = 1.4) + uerr(t = 7.0) とし，(a) における σ0 については 0.1 刻み，δ0 については 0.02 刻
みで，(b) における σ0 については 1 刻み，δ0 については (a) と同様に誤差を評価した．図 6
(a) が減速吸収層方程式 (41), (b) が減速吸収層方程式 (52)における誤差の分布を示しており，
誤差が最も小さい場所 (青い部分) はそれぞれ (σ0, δ0) ≃ (0.25, 0.35), (σ0, δ0) ≃ (8, 0.35) 付近に
のみ確認できる．
次に，残留率 (14) を用いて減速吸収層方程式 (41), (52) の性能を簡単に評価する．減速関数
































を得る．ここで波数 k は Gauss 型関数 (20)のピークの波数 k0 とした．また，分散関係式 (51)
より減速吸収層方程式 (52)における減衰率は






































































留率の値 (59) によると，図 4 における緑の破線の場合，x = xRP において Gauss 型ビームの
半分以上が残留している．しかしながら，残留率 (55) は減速パラメータ δ0 の値に依らず，減
速吸収層方程式 (41)に減速効果を与えない場合でも同じ値を出力する．ここで，減速吸収層方
程式 (41)を用い，σ0 = 0.25, D = 1, k0 = 8 として，δ0 のみを変更したときの数値誤差の時間
発展の様子を図 7 に示す．緑の破線は図 4 における緑の破線と同じだが，紫の破線は減速効果
が無く (δ0 = 0)，純粋な減衰効果のみの場合の数値誤差 (47) を示しており，不十分な減衰のた
め，t ≳ 0.6 の時点で uerr = 0.1 を超えている．従って，減速吸収層方程式 (41)の性能は δ0 の
値に大きく依存し，減速効果無しの減速吸収層方程式 (41)では波を十分に放出することはでき



























図 7: 線形減速吸収層方程式 (41), 層幅 DL = DR = 1, σ0 = 0.25 での数値誤差 (47) の時間
発展．
4.2 非線形 Schrödinger 方程式と減速吸収層
第 4.1 節において，内部領域 ΩD の周縁部に減速吸収層を設置することによって，波が境界
点 xLP, xRP で反射することなく流出することを近似的に実現する事を確認できた．本節では実
ポテンシャル関数 V (x, t, |u|2) を用いた非線形 Schrödinger 方程式 (21) における減速吸収層の
性能を確認する．
減速吸収層の実装は，非線形 Schrödinger 方程式の線形部分 (23)を減速吸収層方程式 (41),
もしくは (52) に置き換えればよく非線形減速吸収層方程式はそれぞれ
i∂tu = V (x, t, |u|2)u
i∂t(1− δf(x)∂2x)u+ (1− iσ(x))∂2xu = 0
(61)
あるいは
i∂tu = V (x, t, |u|2)u,
i∂t(1－δf∂2x)u+ (1－ iσδf)∂
2
xu+ iσu = 0
(62)
となる．
減速吸収層方程式 (61)に対応する図 8 では，内部領域 [xL, xR] = [−10, 10] に収まるような
a = 2, c = 16 を持つ uNinit (35) を初期値とした．これは第 4.1 節で与えた初期条件の主要波数
と同じ位相速度を持っている．刻み幅は ∆x = ∆t = 10−3，層幅は DL = DR = 1，つまり外部
領域を [xLP, xR) = [−11, 10), (xR, xRP] = (10, 11] とした．
図 8 における unorm (49) を示す黒線は t ≃ 0.5 から外部領域に入射するが，Gauss 型ビー
ム (20) とは異なり，ソリトン解 (36) は一定速度 c で進行するため，0.7 < t < 1.1 では一直
線に降下している様子が見える．t ≃ 1.4 での色付き破線は，σ0 の値に依らず安定しており，



























図 8: 非線形減速吸収層方程式 (61), 層幅 DL = DR = 1, δ0 = 0.3 での数値誤差 (47) の時間
発展．
σ0 = 0.25 が最も低く uerr = 0.003279 である (σ0 = 0.05 の結果は t > 5 で悪化しているため
無視する). 従って，線形問題の (41) と比較して非線形問題の (61) は 1桁性能が悪い結果と
なった．
次に，減速吸収層方程式 (62) における結果を図 9 で確認する．誤差が安定している時刻
t = 1.4 において σ0 = 64 による誤差が uerr = 0.003310 と最も小さい．一方，線形問題におけ
る図 5 も同様の確認をすると，同時刻では σ0 = 8 で uerr = 0.00305509 が最も小さい．則ち，
非線形問題においても線形問題の (52) は同オーダーの誤差に抑える結果を見せている．本研究
で取得した最適な相対誤差の値には多少のズレがある事を考慮すると，図 5, 9 の示す限り，非
線形問題の減速吸収層 (62) は線形問題の減速吸収層 (52) と比較して同程度の有効性を示して
いる.
4.3 波数のピークと数値誤差の関係




線形問題では，本論文で提案した 減速吸収層方程式 (52)を用いて検証する．図 10 では内
部領域 [xL, xR] = [−10, 10]，刻み幅 ∆x = ∆t = 10−3 とし，中心を xc = 0 とした 3つの異
なるピーク波数 k0 = 5, 8, 11 を持つ単独の Gauss 型ビーム (20) に対してそれぞれ最適な減
衰パラメータ σ0, 減速パラメータ δ0 を与えて数値誤差を導出した．ここで，WKB の近似条
件を等しく kD = 8 にするため，ピーク波数 k0 = 5 の波には層幅 D = 1.6, k0 = 8 の波に
は D = 1.0, k0 = 11 の波には D = 0.73 を与えた．図 10 における実線，破線はそれぞれ，

















































k0 = 5,   D = 1.60, σ0 = 12, δ0 = 0.24
k0 = 8,   D = 1.00, σ0 = 8,   δ0 = 0.35
k0 = 11, D = 0.73, σ0 = 25, δ0 = 0.20






















D = 0.73, σ0 = 25, δ0 = 0.20
D = 1.60, σ0 = 12, δ0 = 0.24
図 11: 線形減速吸収層方程式 (52)，初期値に 3つのピーク波数 k0 = 5, 8, 11 をもつ場合の数値
誤差 (47) の時間発展．
比べて位相速度が小さいため，unorm が減少する速度も遅い．従って，数値誤差は t ≃ 5 で安
定し，uerr = 0.008362 を示している．対して，橙の実線，破線の示す k0 = 11 の波は，大きい
位相速度のため，数値誤差は t ≃ 1 で安定し，uerr = 0.001901 となった．波数の大きな波は構
造が細かく，減速吸収層の持つ減衰効果による非物理的影響が内部領域まで及びにくいという
性質によってこの数値誤差の差を生み出したと考えられる．
図 11 は 3つのピーク波数 k0 = 5, 8, 11 を持つガウス型ビームを同振幅で重ねあわせて初期
値に与えた場合の数値誤差を示す．紫の破線は図 10 における k0 = 11 に合わせた層幅 D, 減
衰パラメータ σ0, 減速パラメータ δ0 を与えた結果であり，対して，緑の破線は k0 = 5 に合わ
せた結果である．高波数に適応したパラメータ (紫の破線) では低波数の波を十分に吸収するこ
とはできず，uerr の安定する時刻 t ≃ 3 において，誤差が 10−2 を上回ってしまっている．し
かし，k0 = 5 に適応したパラメータを与えた緑の破線は uerr の安定する時刻 t ≃ 5 において
図 10 における k0 = 5, 11 の中間程度の誤差を示している．従って，複数のピーク波数を持つ
初期値に対しては，紫の破線のように，最も小さいピーク波数に適応したパラメータを与える
ことにより，有意な結果を得る事ができる．











a ≪ c/2 の場合，キャリア成分の波数 c/2 が Gauss 型関数 (20) の k0 に






いた．線形問題と同様に，橙の破線が示す群速度の大きい c = 22 による数値誤差が最も低く























c = 10, D = 1.60, σ0 = 22,   δ0 = 0.08
c = 16, D = 1.00, σ0 = 64,   δ0 = 0.04
c = 22, D = 0.73, σ0 = 130, δ0 = 0.02





















D = 0.73, σ0 = 130, δ0 = 0.02
D = 1.60, σ0 = 22,   δ0 = 0.08
図 13: 非線形減速吸収層方程式 (62), 初期値に 3つのソリトン c = 10, 16, 22 をもつ場合の数値
誤差 (47) の時間発展．
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と書き直して用いた．ここで，xs はソリトン中心の初期位置を示す．1本目のソリトンを c = 22,
xs = −15, 2本目を c = 16, xs = 0, 3本目を c = 10, xs = 15 とし，内部領域を [xL, xR] =
[−25, 25] とした．ここで，減速吸収層の性能は，初期値が十分に内部領域内に収まっている限
り，内部領域幅や波の初期位置に依存しない事に注意したい．また，内部領域でのソリトンの
滞在時間の延長に伴う t < 1 における離散化誤差の上昇を抑えるため，∆x = 10−3, ∆t = 10−4
とした．3本のソリトンの総和のノルム (49) を示す図 13 の黒実線は，t ≃ 1.0 で一度減少して
おり，c = 10 のソリトンの放出を示している．つづいて， t ≃ 1.6, 1.8 で c = 16, 22 のソリト
ンが放出されている．紫の破線には図 12 における c = 22 に合わせたD, σ0, δ0 を与え，対し





き，これを一般的に Sommerfeld 放射条件 (SRC) と呼ぶ．SRC は空間的に 1階微分しか持た
ないため，1点の流入境界を与えれば流出境界条件は必要ない．これを利用し，2階の空間微
分を持つ波動方程式などに SRC を与えて流出境界とする事も考えられるが，本研究で用いる
Schrödinger 方程式に対しては工夫が必要である．第 2 章で述べたように，Schrödinger 方程式
は分散性媒質であり，対する SRC は非分散性の条件である．異なる両者を同時に解くために
は，滑らかな媒質の遷移を実現する接合領域を設ける必要がある．
5.1 線形 Schrödinger 方程式と放射層












































, (xLP ≤ x < xL),

























































, (xLP ≤ x < xL),

















, (xR < x ≤ xRP)
(68)
と定義する．δt(x), γ(x)は 2つの異なる媒質を滑らかに繋ぐため，C∞ 級の関数を用いた．それ
ぞれの関数の概形は図 14のようになる．放射層方程式 (66)は内部領域 [xL, xR]で Schrödinger
方程式 (1) を，境界 xLP, xRP で SRC (64), (65) をそれぞれ満たしており，(67), (68) のような
関数を用いることによって，媒質の異なる方程式と境界条件を滑らかに接合している．
放射層方程式 (66) も空間には 2次の中心差分法，時間積分は CN 法 を用いて離散化する．
図 15では，線形減速吸収層の議論で用いた図 4, 5と同様に，初期値に xc = 0, k0 = 8の Gauss
型ビーム (19) を用い，色付き破線は ∆x = 10−2, ∆t = 10−3 での数値誤差 (47) を示す. 図 15
より，誤差が安定する時刻 t ≃ 1.4 では γ0 = 7 が最も低い値を示している．また，先の時刻
(t > 2) を見ても相対誤差 (47) の急上昇は観測できない．つまり，Gauss 型ビーム (19) の平
均的な位相速度は vph = k0 = 8 だと思われるが，DL = DR = 1 の放射層を通して位相速度
γ0 = 7 の空間に入射する場合が外部領域の近似として最も良いという事を示している．また，
Gauss 型ビームの群速度は vph = 2k0 = 16 であるため，γ0 = 7 はこの値とも一致しない．従っ
て，この位相速度のずれは波の波数 k と放射層の幅 D により求まるWKBの成立条件 kD ≫ 1
に関連していると推測できる．
成立条件を良くするために，層幅 DL, DR とGauss 型ビーム (19) のピーク波数 k0 に伴う
最適な γ0 の値の関係を見る．図 16 (a) では，xc = 0, k0 = 8 の Gauss 型ビーム (19) を初期
値にとり，放射層の幅ごとに最適と思われる γ0 を持つ D = DL = DR = 1 の放射層を適用し
た．小さい数値誤差でも問題なく表現できるよう，刻み幅を∆x = ∆t = 10−3 とした．数値誤
差 (47) を示す色付き破線が安定する時刻 t ≥ 1.4 を見ると，層幅 D の増加に伴いWKB の近
似条件 kD ≫ 1 が向上し，数値誤差 (47) が減少している事が確認できる．また，各 D におい
て最適と思われる γ0 は D の増加に伴い減少する傾向にある．この結果については次のような






























図 15: 線形放射層方程式 (66), 層幅 DL = DR = 1 での数値誤差 (47) の時間発展．
方程式 (66) における γ(x) を含む移流項は本来の Schrödinger 方程式には存在しない項である
ため，小さい γ0 ほど Schrödinger 方程式に与える影響は減少する．そして，D を大きくした
結果，WKB の近似精度が向上し，Schrödinger 方程式に与える影響が小さくなる γ0 の値が適
切になった．従って，D が小さい場合，ピークの位相速度に近い値の γ0 が適切になると思わ
れる．ところが D < 0.5 では更に放射層が不利な条件になるため，今回は特に議論しない．
図 16 (b) では層幅を DL = DR = 1 に固定し，Gauss 型ビームの持つピーク波数 k0 の変動
によって WKB の近似条件 kD ≫ 1 の数値誤差 (47) への影響を見る．実線が unorm (49), 破線
が uerr (47) を示しており，波数波数のピーク k0 が大きいほど波の構造が細かくなり，離散化
誤差の影響を受けやすくなるため，初期時刻 t < 0.5 では k0 の大きい色付き破線ほど大きい値
を示している．しかし，付録 C.2 で示すように，初期時刻 (t < 0.5) に現れる離散化誤差は後
半時刻 (t > 2) における放射層の性能には影響しない. 図 16 (b) でも数値誤差 (47) を示す色付
き破線にはおよそ最適と思われる γ0 を与えたが，k0 が大きくなるにつれて色付き破線はそれ
ぞれが安定する時刻 (6 ≤ k0 ≤ 8 では t ≃ 1.5, 9 ≤ k0 ≤ 13 では t ≃ 0.9) における値は減少し
ており，近似条件 kD ≫ 1 に敵った結果を得ることができた．また，図 16 (a) で確認したよう
に，各 k0 における最適な γ0 の値は k0 よりもわずかに小さい値となった．
5.2 非線形 Schrödinger 方程式と放射層
非線形 Schrödinger 方程式 (21) に対しての放射層方程式は
i∂tu+ δt(x)∂
2
xu+ iγ(x)∂xu = V (x, t, |u|2) (69)
となる．離散化手法は減速吸収層方程式で用いたものと同様で，空間には線形放射層方程式と

























D = 0.5, γ0 = 7.15
D = 1.0, γ0 = 7.00
D = 1.5, γ0 = 7.10
D = 2.0, γ0 = 6.75
D = 2.5, γ0 = 6.50
D = 3.0, γ0 = 6.50
D = 3.5, γ0 = 6.00






















k0 = 6,   γ0 = 4.813
k0 = 8,   γ0 = 6.500
k0 = 10, γ0 = 9.000
k0 = 12, γ0 = 11.25
(b)
図 16: 放射層方程式 (66)における波数と層幅による精度の関係. (a): k0 = 8; (b): D = DL =
DR = 1.
非線形放射層方程式 (69) の性能を評価するため，図 17 では初期条件に a = 2, c = 16 と
した (35) を与え，図 17 のように，DL = DR = 1, ∆x = 10−2, ∆t = 10−3 として相対誤差を
プロットした．t ≃ 1.4 では青の破線が示す γ0 = 7 が最も低く，線形問題における図 15 でも
同時刻において γ0 = 7 が最も低い誤差を示していた．t ≃ 1.4 における γ0 = 7 の示す相対誤
差 (47) の値は，線形問題における図 15 では uerr = 0.002550, 非線形問題における図 17 では
uerr = 0.005261 であり，非線形問題の方がわずかに放射性能は落ちているが，およそ同等程度
の近似精度は保持している．また，図 15 における t > 2 の色付き破線では，右側の放射層に入
射した波が，右端境界 xRP で反射し伝播方向を変え，左側の放射層へ入射して誤差が更に減少
していく様子が見られた．しかしながら，図 17 では，青以外の色付き破線は t > 2 においてわ






いるBerenger の PML [3] は，境界手前に散逸領域を設ける事で波を吸収して外部領域の近似
を成している．しかし，その減衰率は単位時間あたりに一定であるという性質上，位相速度の
大きい波や分散性媒質における吸収が苦手であった．そこで本研究では，位相速度に着目した
減速吸収層と放射層の 2種類の手法を提案し，線形，非線形の Schrödinger 方程式に実装して
性能を評価した．はじめに，[18] の減速吸収層に改良を加えて実装した結果，線形問題おける
吸収性能は同程度であったが，非線形問題においては改良前の 減速吸収層方程式 (61)と比較
し，改良後の 減速吸収層方程式 (62)では 10倍程度の数値誤差の改善が見られた．また，非分




































A 非線形 Schrödinger 方程式の離散化精度
第 4.2 節で用いた非線形 Schrödinger 方程式の離散化手法について，Strang のアイデア [24]
の有無による精度の違いを証明する．
A.1 1次のスプリッティング
[23] に記載されたスプリッティング法を用いた非線形 Schrödinger 方程式 (21) の離散化






























となる．説明のために 上付き添字 (n), (n+ 1) を t, t+∆t で表すと









となる．右辺の e−iV (t)∆t，u(t+∆t) を t 周りで Taylor 展開すると，
u(t+∆t) = u(t)
{

















u(t) + ∆t∂tu(t) +O(∆t2)
]} (74)
となり，∆t で整理すると
u(t+∆t) = u(t) + ∆t[−iV (t)u(t) + i∂2xu(t)] +
∆t2
2
{−V 2(t)u(t)− ∂2x[V (t)u(t)] + i∂2x∂tu(t)}+O(∆t3)
(75)
となる．(21) を用いると，∆t の項は




x[−iV (t)u(t) + i∂2xu(t)] = ∂2x[V (t)u(t)]− ∂4xu(t) (77)
より，(75) の ∆t2 の項は
−V 2(t)u(t)− ∂2x[V (t)u(t)] + i∂2x∂tu(t) = −V 2(t)u(t)− ∂4xu(t) (78)
となり，これは
∂2t u = ∂t[−iV (t)u(t) + i∂2xu(t)]
= −iu(t)∂tV (t)− iV ∂tu+ i∂2x∂tu(t)
= −iu(t)∂tV (t)− V 2(t)u(t) + V (t)∂2xu(t) + ∂2x[V (t)u(t)]− ∂4xu(t)
(79)
と一致しない．従って，(75) は
u(t+∆t) = u(t) + ∆t∂tu(t) +O(∆t2) (80)
と書け，スプリッティング (70), (71) を用いた離散化は 1次精度である事が示された．
A.2 Strang のスプリッティング
Strang のアイデアを用いた離散化 (32), (33), (34) が 2次精度になる事を証明する．非線形












































V 2(t) +O(∆t3) (83)
のように，右辺の u(t+∆t), V (t+∆t) を
u(t+∆t) = u(t) + ∆t∂tu(t) +
∆t2
2!
∂2t u(t) +O(∆t3) (84)
V (t+∆t) = V (t) + ∆t∂tV (t) +
∆t2
2!
∂2t V (t) +O(∆t3) (85)
と展開し ∆t でまとめると









となる．ここで ∆t3 以上の項は O(∆t3) にまとめた．1次のスプリッティングと同様に，∆t の
項は (76) と一致する．また，(77) を用いると ∆t2 の項は
− iu(t)∂tV (t)− V 2(t)u(t) + V (t)∂2xu(t) + i∂2x∂tu(t)
= −iu(t)∂tV (t)− V 2(t)u(t) + V (t)∂2xu(t) + ∂2x[V (t)u(t)]− ∂4xu(t)
(87)
となり，(79) と一致する．従って，(86) は
u(t+∆t) = u(t) + ∆t∂tu(t) +
∆t2
2
∂2t u(t) +O(∆t3) (88)
と書くことができ，Strang のスプリッティングを用いた離散化 (32), (33), (34) は 2次精度であ
る事が示された．
A.3 非線形減速吸収層方程式の離散化精度
非線形減速吸収層方程式 (62) を 1本の式で表そうと試みると
i∂t(1－δf∂2x)u+ (1－ iσδf)∂
2
xu+ iσu = V (x, t, |u|2) (89)
となる．σ = δf = 0, つまり内部領域においてこの方程式は非線形 Schrödinger 方程式 (21)と
厳密に一致する．しかしながら，(89) は 減速吸収層方程式 (62)とは異なることに注意したい．


















のように離散化する．(70) を (90) に代入して (n), (n+ 1) を t, t+∆t と書き換えると



























u(t)[1− i∆tV (t) +O(∆t2)]
}
= (1− δf∂2x)u(t) + ∆t
{


















∂2x[u(t) +O(∆t)] + ∂2x[u(t) +O(∆t)]
}







[u(t)e−i∆tV (t) + u(t+∆t)] = −σ∆t
2
{[u(t) +O(∆t)] + [u(t) +O(∆t)]}
= −∆tσu(t) +O(∆t2)
(94)
となる．得られた (92), (93), (94) を用いると (91) は
(1− δf∂2x)u(t+∆t) = (1− δf∂2x)u(t)
+ ∆t{−iV (t)u(t) + (i + σδf)∂2xu(t)− σu(t) + iδf∂2x[V (t)u(t)]}
+O(∆t2)
(95)
となる．∆t の項を (89) を用いて ∂t(1− δf∂2x)u(t) に置き換えると
(1− δf∂2x)u(t+∆t) = (1− δf∂2x)u(t) + ∆t∂t(1− δf∂2x)u(t) + i∆tδf∂2x[V (t)u(t)] +O(∆t2) (96)
となってしまい，余剰項 i∆tδf∂2x[V (t)u(t)] が残る．よって，非線形減速吸収層方程式 (62) の
離散化は (89) とは異なる事に注意したい．
B 非線形 Schrödinger 方程式における離散化手法の保存性
第 2 章や第 3.2 節で述べたように，Dirichlet 条件を伴う線形及び非線形 Schrödinger 方程式





























1 0 0 0 0 · · · 0
0 2 −1 0 0 · · · 0
0 −1 2 −1 0 · · · 0
...
. . . . . . . . .
...
0 · · · 0 −1 2 −1 0
0 · · · 0 0 −1 2 0
0 · · · 0 0 0 0 1

(99)
で表す．ここで，第 0, Nx 行目には Dirichlet 条件 (18) を適用し，第 1行 0列目とNx − 1 行
Nx 列目は u0 = uNx = 0 より 0 とした．また，H
′ = 1
2
H∆t として (98) における演算子を
U = (I + iH ′)−1(I − iH ′) (100)
とすれば u(n+1) = Uu(n) と書け，離散化手法の保存性は行列 U のユニタリ性によって示され
る．ここで，I は単位行列を表す．
Dirichlet 条件に伴う H ′ の実対称性から，A = I + iH ′, B = I − iH ′ とおき，任意行列 M に
対して MT で転置，M で複素共役を表すことにすれば，AT = A, BT = B, A = B, B = A で
あり，
AB = (I + iH ′)(I − iH ′) = I + iH ′ − iH ′ +H ′2 = I +H ′2 (101)
BA = (I − iH ′)(I + iH ′) = I − iH ′ + iH ′ +H ′2 = I +H ′2 (102)
より，AB = BA である．この両辺に左右から A−1 を掛けると
A−1(AB)A−1 = BA−1, A−1(BA)A−1 = A−1B (103)
であるから，
BA−1 = A−1B (104)
とも言える．ここで，M † で複素転置を表すことにすれば




B)T = (B−1A)T = AT(B−1)T = AB−1 (105)
である．但し，実対称行列における逆行列の性質から，(B−1)T = (BT)−1 = B−1 を用いた [25]．
従って，A−1 とB の可換性 (104) より
























1次のスプリッティングによる離散化された非線形 Schrödinger 方程式 (70), (71) も同様
















































|u(⋆)j | = |u
(n)
j | (j = 0, 1, · · · , Nx) (111)







を得る．(110), (112) より，1次のスプリッティングによる非線形 Schrödinger 方程式の離散化
は規格化条件 (97) を満たす事を確認できた．
2次のスプリッティングを用いた離散化 (32), (33), (34) でも同様に保存性を示す事ができる．
















































































図 18: ∆x の影響．線形減速吸収層方程式 (52), DL = DR = 1, ∆t = 10−3. (a): σ0 = 100,
δ0 = 0; (b): σ0 = 0, δ0 = 1.
C 刻み幅による数値誤差への影響
線形，非線形の Schrödinger 方程式に PML を適用した Zheng [17] によれば，離散化の刻み
幅 ∆x, ∆t による相対誤差への影響は，波の PML への入射時刻の前には現れるが，入射後に
はその影響が無く，PML の性能の現れる後半の時刻における相対誤差は∆x, ∆t に依らず同
じ値を示す．しかしながら，本研究で提案した減速吸収層方程式，放射層方程式には減衰とは




式 (52)に第 4.1節で用いた初期値を与え，図 18 (a)では層幅 DL = DR = 1の減衰層 (σ0 = 100,
δ0 = 0), 図 18 (b) では層幅 DL = DR = 1 の減速層 (σ0 = 0, δ0 = 1) を解いた．図 18 (a) より，
∆x の変化によって相対誤差を示す色付き破線の挙動が変化するのは t < 1 のみであり，減衰
関数 σ(x) の影響が出る t > 1 では ∆x の値によって減衰効果は変化しない．ところが，減速効
果への影響の変化を示す図 18 (b) では∆x = 10−2 から ∆x = 10−3 の全ての相対誤差は異なる
挙動を見せている．初期時刻 t < 0.7 を無視して ∆x = 10−2 のプロットを見ると，σ0 = 10−2
に対応する紫の破線は t > 0.7 を過ぎた時点で急上昇しており，波が減速層に入った直後に反
射波が内部領域に現れた事を意味している．∆x を小さくするに連れて色付き破線の急上昇ま
での時間，つまり，反射波が内部領域に現れる時間が遅延している事から，減速効果は空間の




効果によって除去可能であるため，図 18 (b) においては ∆x < 0.0025 程度まで細かく刻めば
十分である．
次に，∆t の大きさによる減衰，もしくは減速効果への影響を調べる．減速吸収層方程式は




























































図 19: ∆t の影響．線形減速吸収層方程式 (52), DL = DR = 1, ∆x = 10−3. (a): σ0 = 100,
δ0 = 0; (b): σ0 = 0, δ0 = 1.
図 19 (a) では減衰効果への影響を示している．ここでも t < 1 における色付き破線の挙動の異
なりを無視し，t > 1 に着目する．ほとんどの色付き破線はぴったり重なっていて，∆t による
影響はあまり無いが，∆t = 10−2 の示す紫の破線は t ≃ 2 において他の破線と比較してわずか
に浮いている．そのため，∆t の変化は減衰効果に多少は影響するようにも見えるが，実際のと




図 19 (b) における減速効果への影響を見る．初期時刻 t < 1 と不十分な精度の ∆t = 10−2
の紫の破線を無視すれば，相対誤差は ∆t ≃ 0.001562 で収束しており，∆t による減速効果へ
の影響は多少は存在するが，∆x によるもの程顕著ではない事が確認できた．従って，図 18,
19 の条件下では ∆x = ∆t ≃ 2× 10−3 程度の刻み幅を用いれば，減速吸収による外部領域の近
似の結果を正しく得る事ができる．しかしながら，減速吸収層方程式のパラメータや初期値な
どにも変化する恐れを考慮して，本研究では更に小さい ∆x = ∆t ≃ 10−3 を用いてシミュレー
ションをしている．
C.2 放射層
本節では，離散化に用いている ∆x, ∆tの変化による放射層の近似精度への影響を見る．図 20
では, 線形放射層方程式 (66) に第 5.1 節で用いた初期値を与え，(a) では ∆t を固定して ∆x
を変化，(b) では逆に ∆x を固定し，複数の ∆t を用いた結果をプロットした．また，放射層
の効果を十分に与えるために，第 4.1 節で用いた結果を考慮して移流関数の最大値を γ0 = 10
とした．減速吸収層の時とは異なり，ここで用いる減速関数 δt にはパラメータを与えていない
ため，本研究では刻み幅の大小に関する放射層の減速効果への影響は特に考慮しない．
複数の∆xを用いた図 20 (a) を見ると，t < 0.8 において幾つかの色付き破線がずれている
が，∆x の変化による初期時刻の相対誤差のずれは離散化精度にのみ依存し，この時点ではほ
とんどの波は放射層に入射すらしていないため無視できる．また，波が放射層に入射を始める




























































図 20: 刻み幅の影響．線形放射層方程式 (66), DL = DR = 1, γ0 = 10. (a): ∆t = 10−3, (b):
∆x = 10−3.
流効果への影響は無い事を確認した．複数の∆tを用いた図 20 (b) においても，初期時刻 t < 1
において，色付き破線は離散化誤差の影響によって異なる上昇を見せているが，t > 1 ではほ
とんどがぴったり重なっているため，∆t による放射層への影響も無い．また，∆t = 0.01 の
破線は t ≃ 0.6 において既に黒線と交差しており，uerr > 1 を超えるほど不十分な精度のため，
t > 1 の値も無視する．以上より，放射層の移流効果に対する刻み幅の変化による直接的な影
響は無く，∆x ≃ 10−2, ∆t ≃ 3× 10−3 で十分である．
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[16] D. Ruprecht, A. Achädle, F. Schmidt, Transparent boundary conditions based on the pole
condition for time-dependent, two-dimensional problems, Numer. Methods Partial Differ.
Eqn. 29 (2013) 1367.
[17] C. Zheng, A perfectly matched layer approach to nonlinear schrödinger wave equations, J.
Comput. Phys. 227 (2007) 537.
[18] 金井 仁志, 1次元線形 Schrödinger 方程式への減速効果を付与した吸収層の導入, 卒業論
文, 電気通信大学情報理工学部 (2018).
[19] C. M. Bender, S. A. Orszag, Advanced Mathematical Methods for Scientists and Engi-
neers I, Springer Science, 1999.
[20] 園田 大二郎, 大井 祥栄, 龍野 智哉, 2次元渦度方程式への Perfectly Matched Layer に基づ
く仮想吸収層の実装, 日本応用学会論文誌 27 (2017) 84.
[21] W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, B. P. Flannery, Numerical Recipes in C,
Cambridge University, Cambridge, 2007.
[22] X. Antoine, C. Besse, Unconditionally stable discritization schemes of non-reflecting
boundary condition for the one-dimensional schrödinger equation, J. Comput. Phys. 188
(2003) 157.
[23] R. J. LeVeque, Numerical Methods for Conservation Laws second edition, Birkhäuser
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